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摘要: 以城市体系与水系的分形结构相似性为实例, 探讨人文地理系统与自然地理系统的

对称性及其破缺特征。首先建立城市人口—河流长度、城区面积—流域面积、(某一级别

的) 城市数目— (某一等级的) 河流数目等测度对应关系; 然后证明基于中心地理论的

Beckm ann 城镇等级—规模模型与 Hort on 水系构成第一、第二定律数理同构, 关于城市人

口—城区面积的异速生长关系模型与关于主河道长度—流域面积的几何测度关系模型以

及 Hort on 水系构成的第二、第三定律数理同构; 进而提出: 城市体系与水系分形结构的

相似性实质上是自然—人文地理系统的对称性, 只是这种对称关系存在一定程度的破缺,

地理系统的演化目标之一似乎是要重建大自然的对称律。
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1　引言

人地关系研究大致可以分为两个层次: 一是自然地理系统与人文地理系统的相关性探

讨, 二是自然地理系统与人文地理系统的相似性分析。相关性表明两类地理系统之间存在

着生克制化关系, 相似性则暗示在相关性之外还存在着统筹两类地理系统的更高层次的自

然法则。关于人地相关性研究, 国内外开展较多, 但理论进展不大; 至于人地相似性研究,

似乎尚未成为人地关系探讨的一个主题。

然而, 就整个地理学而言, 人地相似性研究并非一个崭新的课题, 从流行于本世纪 50

年代的 “社会物理学”研究, 到兴旺于 60年代的计量地理学运动, 许多学者尝试过自然系

统与人文系统的类比分析[ 1] , 其中涉及到人地相似性的诸多问题, 不过那时人们无意于人地

关系的相似性探索, 而是钟情于两类地理系统形态与结构的类似特征。60年代后期, 一批

自称 “形态爱好者”( Philomorph) 的学者汇集于哈佛 ( Harv ard) , 致力于自然系统与人文

系统的形态类比分析, 研究成果最后由 Stevens辑编成 《自然图式》一书
[ 2]

, 其中不少成果

是分形乃至地理分形研究的前奏。
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不论是从形态学的角度, 抑或是从广义生态学 (人地关系) 的角度, 有关研究都不能

泛泛而谈, 必须针对具体的地理系统进行直接或间接的类比分析。城市系统是地理形态学

家的首要分析对象之一。作为 “形态爱好者”的成员, Woldenberg 可能是最早探索不同地

理系统形态相似性的一位学者, 他与著名的城市地理学家 Berry 合作对河流和中心地的相

似性进行了类比分析, 认为二者具有很强的相似性[ 3 ]。继此之后, Woldenberg 等人借鉴生

物形态学对城市系统的土地利用进行了异速生长分析
[ 4, 5]
。但是, 由于数理方法的短缺, 有

关研究存在着明显的不足: 首先, 对于水系与中心地, 它们只着重于空间形态和等级结构

的类比, 没有找到更为深刻的数理关系; 其次, 对城市人口—城区面积的异速生长分析, 只

着重于生态学的有关类比, 未能建立异速生长关系与中心地等级体系的逻辑联系; 第三, 由

于时代的局限, 有关成果未被引入地理分形理论。最为遗憾的缺陷也许在于, 先驱者们未

能认识到自然—人文现象的相似性背后隐含着地理系统的奇异对称性法则。

本文将以城镇体系与水系结构的相似性为分析对象, 借助地理分形思想, 探讨人地关

系的对称性规律。首先建立城镇体系与水系的测度对应关系, 然后证明关于城镇体系的

Beckm ann模型和异速生长关系与 Hor ton水系构成定律 (Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ) 以及 Hack 模型数理

同构, 进而提出人文地理系统与自然地理系统的对称性设想。我们的工作不是对Wolden-

berg 等人早期成果的简单承继, 而是与当代科学的前沿领域 “复杂性 ( complex ity )”理论

直接接轨: 我们的目标不在于探讨地理系统的形态发生机制, 而是要从人地相似关系的角

度揭示幂律 ( power law ) 的隐含形式及其与对称性的数理关系。

2　Horton定律与 Beckm ann模式: 等价的数学表达

2. 1　水系结构定律及其分形性质

为了揭示水系与中心地的分形结构相似性, 首先应该了解Horton-Strahler 的所谓水系

构成定律
[ 6, 7]
。Hor ton通过对水系结构的定量考察, 发现了一系列的数理规律, 这些规律经

过其弟子Strahler 的进一步发展和完善, 形成了著名的 “水系组成定律”(简称 Horton 定

律)。假定将水系自下而上分为 M 个级别, 则 Horton-Strahler 定律可被表述如下:

第一定律——河道数目定律表为

N m = N M rb
M- m

( 1)

式中　m 为河道级别, N m为第m 级河道的数目, M 为主河道级别, N M= 1为主河道数目,

rb = N m- 1 / N m为分枝比。当m= 1时, N 1= N Mr b
M- 1 , 故式 ( 1)可以等价地表作 N m= N 1r b

1- m,

这里N 1为第 1级即最低级河道的数目。

第二定律——河道长度定律表为

L m = L 1r l
m- 1 ( 2)

式中　L m 为第 m 级河道的累积平均长度, L 1为第 1级河道的平均长度, r l= L m+ 1/ L m 为长

度比。

第三定律——流域面积定律表为

A m = A 1r a
m- 1 ( 3)

式中　A m 为对应于 L m的平均流域面积, A 1为第 1级河道的平均流域面积。

本文只讨论关于水系构成的前三个定律。严格地讲, 仅就水系结构而言, 这三个定律
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已比较完备, 其他定律反映水系演化模式及其与气候系统的时空构造关系, 我们暂不涉及。

研究发现[ 8] , 水系等级序列具有“镜象”对称性质: 将自下而上的水系分级改为自上而下的

水系分级以后 (即 1→N , 2→N - 1, ⋯, m→N - m+ 1, ⋯, 依此类推) , 模型的基本构型

不变, 只是指数幂改变符号 ( m- 1→1- m, 1- m→m- 1)。将水系分级大小颠倒、本末倒

置以后, 可从 Horton第一、第二定律导出三参数 Zipf模型
[ 8] :

L ( r ) = C( r - �) - dz ( 4)

式中　r 为水系中河流自上而下排列的位序, L ( r ) 为位序为 r 的河流的长度, 参数 C= L 1

[ r b/ ( r b- 1) ]
dz

, �= 1/ ( 1- r b) , dz = lnr l / lnrb, 这里 L 1为主流长度 (注意这里是自上而下

分级, 与式 ( 2) 不同) , Zipf维数dz= 1/ D , D为水系等级结构的分维。

将水系逆向分级以后, 还可以从 Horton 第二、第三定律出发导出广义的Hack模型
[ 8] :

L m = �A b
m ( 5)

式中　�= L 1A
- b
1 为比例系数, b= lnr l/ lnra为标度因子, 显然:

L 1 = �A b
1 ( 6)

正是 Hack定律的表达形式
[ 9] , 其中 L 1为水系中主河流长度, A 1为主河流汇水面积, 参数

b 具广义的分维性质。可见Horton定律已经包括了 Hack 定律, 所不同处在于: Ho rton定

律着眼于水系结构, 而 Hack 定律则着眼于一个区域中不同水系的主河流与其流域面积之

间的几何测度关系。式 ( 5) 与式 ( 6) 的关系暗示, 从理论上讲, 一个区域中各水系的标

度因子 ( b) 与整个区域主河流的标度因子就平均意义而言应该相等。

2. 2　城市等级—规模模型和异速生长关系

在Horton、Strahler 等自然地理学家研究水系构成的时候乃至更早, Christaller、L � sch

和Beckmann等人文地理学家也在探讨城镇体系的空间结构和等级体系
[ 10, 11]。Beckmann曾

基于 L � sch 等人的中心地思想建立了一个城镇体系的等级—规模模型。假定将区域城镇自

下而上分为 M 个等级, 并假设: � 城镇人口与它所服务的人口总数成正比例; � 每一个
城镇拥有一定数目的下级城镇作为卫星城, 则根据中心地理论, 借助递推关系可得如下模

型[ 11 ] :

P m =
K RS

m- 1

( 1 - K ) m ( 7)

式中　m 为城镇级别 ( m= 1, 2, ⋯, M ) , Pm 为第 m 级城镇的人口 (就平均意义而言) , S

为每一个城镇拥有的卫星城数目, R 为平均每个第1级城镇 (即最小城镇, 或称乡镇) 所服

务的农村人口, K 为比例系数。根据假设� , 应有 P1= K ( P1+ R) , 由此可得 K / ( 1-

K ) = P1 / R, 代入式 ( 7) 可得:

P m = P 1r P
m- 1

( 8)

式中　P 1为第 1级城镇的平均人口, 参数 rP = S / ( 1- K ) = P m+ 1/ P m为城镇人口规模比

(简称人口比) , 或称邻级规模倍数。

另一方面, 根据假设� , 可得各级城镇数目的表达形式。

f m = f Mr f
M- m ( 9)

或等价地表作

f m = f 1r f
1- m ( 10)

式中　f m为第 m 级的城镇数目, f 1为第 1级 (最低级) 城镇数目, f M 为第 M 级 (最高
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级) 的城镇数目 (一般 f M = 1) , r f = S = f m- 1/ f m 为城镇数目比 (简称数目比) , 或称邻级城

市倍数。

如同水系的等级序列一样, 城镇体系的等级序列也具有镜象对称性。根据这种性质, 将

自下而上的城镇分级改为自上而下式 (即 1→N , 2→N - 1, ⋯, 如此等等) , 则可将式

( 8) ～ ( 10) 转化为广义的Davis模型
[ 12]
。从广义 Davis模型出发, 可以导出城市规模分布

的三参数Zipf模型
[ 13]

:

P ( r) = C( r - �) - dz ( 11)

式中　r 为城市的位序, P ( r ) 为位序为 r 的城市人口规模参数 C= P 1 [ r f / ( r f - 1) ] dz , 这

是 P 1为最高级城市的人口, �= 1/ ( 1- r f ) , dz= lnr p / lnr f = 1- ln ( 1- K ) / lnS。可以证

明, Zipf 维数 dz= 1/ D , 这里 D 为城市规模分布的分维。

在 Beckm ann发表式 ( 7) 的前后时期, Stew art 等人研究了城市人口—城区面积的异速

生长关系[ 14, 15] , 得到如下模型:

P ( r) = �S ( r ) b ( 12)

式中　P ( r ) 为城镇体系中第 r 位城镇的人口, S ( r ) 为相应城镇的城区面积, �为比例系
数, b为标度因子。可以证明, b 具有广义的分维性质

[ 16, 17]。事实上, 将式 ( 12) 代入式

( 11) 可得:

S ( r ) = k( r - �) - d ( 13)

　　可见, 城镇用地规模分布在一定的条件下也满足三参数 Zipf 定律, 式中参数 k= ( C/

�) 1/ b, d= dz / b。类比于式 ( 11) 的推导过程 [ 13] , 通过反演, 可将式 ( 13) 还原为式 ( 8) ～

式 ( 10) 形式: :

Sm = S 1r s
m- 1 ( 14)

f m = f 1r f
1- m ( 15)

　　在式 ( 14) 中, Sm 为自下而上第 m 级城镇的平均城区面积, S 1为第 1级 (最低级) 城

镇的平均面积, rs= Sm+ 1/ S m为城镇用地规模比 (简称 “面积比”) , 或称邻级面积倍数。式

( 15) 与式 ( 10) 完全相同。当城市分级改为自上而下以后, 式 ( 8)、式 ( 10)、式 ( 14) 分

别化为:

Pm = P1rp
1- m ( 16)

f m = f 1r f
m- 1 ( 17)

Sm = S 1r s
1- m ( 18)

　　式 ( 16) 便是梁进社导出的逆序Beckmann模型
[ 18]

, 式 ( 16)、( 17) 构成了广义的 Davis

模型
[ 13]

, 加上式 ( 18) 便组成城镇体系结构模型, 注意此时参数 P 1表示最高级城市的人口,

S1 为最高级城市面积, f 1为最高级城市数目 (一般 f 1= 1)。容易验证, 由式 ( 17) 和式

( 18) 可以导出式 ( 13) , 且有 k= S 1 [ r f / ( r f - 1) ] d , �= 1/ ( 1- r f ) , d= lnr s/ lnr f。另一

方面, 由式 ( 16) 与式 ( 18) 可以导出异速生长关系:

Pm = �Sb
m ( 19)

式中　比例系数 �= P 1 / Sb
1 , 标度因子 b= lnr p / lnr s , 显然

P 1 = �Sb
1 ( 20)

且有 b= dz / d。式 ( 19) 与式 ( 20) 乃是式 ( 12) 的精致表达。一方面, 由于城市化的强大
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动力, 城市等级 m 与城市位序 r 在理论上趋同, 从而式 ( 19) 与式 ( 12) 等价; 另一方面,

若将区域适当地划分成若干子区, 以 P ( r )、A ( r ) 表示各个子区的最大城市的人口和城

区面积, 则式 ( 19) 通过式 ( 20) 可以转化为式 ( 12)。可见式 ( 19) 与式 ( 12) 在理论上

是等价的表达。

至此已不难看出: 第一, 城市人口—城区面积的异速生长关系与基于中心地理论的

Beckm ann 等级体系存在数理演绎关系, 可纳入中心地模型系列; 第二, 水系与中心地体系

具有完全对应的数理结构, 二者的数学模型形式相同。下面进一步论证水系与中心地体系

的数理同构性。

3　水系与中心地: 相同的分形结构

3. 1　水系与中心地体系的测度对应关系

为了说明水系与城镇体系的对称性, 首先建立三组基本的测度对应关系:

Ⅰ: 城市人口 ( P ) ——河流长度 ( L )

Ⅱ: 城区面积 ( S) ——流域面积 ( A)

Ⅲ: 城市数目 ( f ) ——河流数目 ( N)

落实到本文的具体问题, 每一组测度前都应加上适当的定语: 第Ⅰ、第Ⅱ两组概念都是针

对某一等级的平均规模而言, 第Ⅲ组则系各等级的要素数目。需要强调的是, 为了更好地

理解水系结构的标度不变性, 河流分级应采用Horton的原初方案, 而不宜用 Str ahler 的改

革方案, 后者不便于水系模型的对称变换。

3. 2　水系与中心地体系的数理同构性

有了上述测度的对应关系, 立即可以看出水系与中心地体系具有相同的数理结构: 关

于城镇体系的 Beckmann模型的演绎结果与 Horton 第一、第二定律同构; 关于城镇体系的

人口—面积异速生长关系与Hack 定律同构, 其分解形式则与Horton 第二、第三定律同构。

具体说来: 式 ( 1) 对应于式 ( 9) , 式 ( 2) 对应于式 ( 8) , 式 ( 3) 对应于式 ( 14) , 式

( 4) 对应于式 ( 11) , 式 ( 5)、式 ( 6) 则与式 ( 19)、式 ( 20) 分别对应 (表 1)。从表 1可

以看出水系与城镇体系之间具有类似的分形递归, 两套模型只是数学符号不同, 结构完全

一样。

3. 3　相似性的本质: 自然与人文地理系统的对称性

中心地模式是城镇体系的理想图式, 而城镇体系是典型的人文地理系统之一, 中心地

及其相关模型与水系组成模型的数理同构性意味着自然地理系统与人文地理系统的对称性

质: 如果一组数学模型适用于某种自然地理系统, 则其也适用于相关的人文地理系统, 反

之亦然。换言之, 反映地理系统结构的数学规律在自然系统与人文系统之间具有一定程度

的平移不变性。

地理系统的这种自然—人文对称性, 中国古代哲人早有觉悟: “人法地, 地法天, 天法

道, 道法自然。”( 《老子·二十五章》) 原来人文以地理为准则, 地理以天文为准则, 天地

人以自然规律为准则。既然人类效法天地, 则必与天地具有类似的特征: “与天地相似, 故

不违。”( 《周易·系辞》) 看来, 人法天地, 乃是寻求与天地时空的协调与和谐。所谓 “人

法地”, 翻译成当今的科学语言, 就是人文系统的创生与演化以自然地理系统的形态和结构
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为楷模, 它们又受制于更高层次的自然法则。具体到水系与城镇体系, 由于水系先于城镇

体系而存在, 且其变化远比城镇体系缓慢得多, 城镇体系的时空结构要受水系时空结构的

制约 (慢变量控制快变量) , 在某种程度上必以水系为发展的模范。事实上, 任何城镇的发

展都离不开一定规模的水体的支持, 河流是哺育城镇的主要水体, 城镇对河流非常依赖。以

河南地图为例, 可以清楚地看出, 几乎每一个县级以上的城镇都依托于一条以上的河流, 至

少与某条支流相距不远, 因此, 城镇体系与水系具有相同的统计分形规律也就不足为怪。

表 1　水系结构定律与城镇体系数学模型的比较

Tab. 1　A comparison between the laws of river networks and the models of urban systems

系　统 自然地理系统: 水系 人文地理系统: 城镇体系

定律与模型 定　律 模　型 定　律 模　型

基本形式

Horton第一定律 N m= N M rbM- m Beck mann
定律 (隐式)

f m= f M r f
M - m

Horton第二定律 L m= L 1r l
m- 1

Beck mann

定律 (显式)
Pm = P1rp m- 1

Horton第三定律 A m= A 1r a
m- 1 还原形式 S m= S 1rsm- 1

演绎形式 (Ⅰ)
广义 Hack定律 L m = �A b

m 异速生长律 (通式) Pm = �S b
m

Hack定律 L 1= �A b
1 异速生长律 (特式) P 1= �S b

1

演绎形式 (Ⅱ) 位序—长度律 L ( r) = C ( r - �) - dz 位序—规模律 P ( r ) = C ( r- �) - dz

注: 由基本形式可演绎出许多模型, 这里只给出常见的形式。

然而, 自然地理系统与人文地理系统并非完全对称, 即存在所谓的对称破缺。破缺表

现之一是部分规律不能通用, 即不是所有的规律在两类系统之间都可以 “平移”。例如城市

系统中的关于人口密度衰减的 Clark定律在水系中似乎找不到对应的模型; 而关于水系的

Horton 第四定律目前在城镇体系中也未发现对应的公式。破缺表现之二是对应的规律参数

不同。虽然一些模型在两类系统之间结构平移不变, 但参数却发生了变异。以三参数Zipf模

型为例, 水系的Zipf维数与城镇体系的Zipf维数本质相类, 但数值不同: 水系的 Zipf 维数

可以表示为:

dz = D r / D n ( 21)

　　这里 D r 为水系中各河流的平均维数, D n为水系网络的空间分布维数, 由于 D r→1, D n

→2, 故 dz→1/ 2; 而城镇体系的 Zipf 维数表为:

d′z = D p / D u ( 22)

　　这是D p 为各城镇人口的平均维数, D u为城镇体系的空间分布维数, 由于 D p→2, D u→

2, 故有 d′z→1。因此理论上应有 d′z= 2dz。可见, 三参数Zipf定律在水系与城镇体系之间

虽然结构平移不变, 但参数发生了变化; 数学模型 “拓扑”同构, 但不是 “几何全等”关

系——这可能是自然—人文地理系统对称规律的一大特色。

4　结论与推论

综合上述分析, 可得如下基本结论和推论:

第一, 基于中心地理论的 Beckmann城镇等级—规模模型与关于水系构成的Horton第
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一、第二定律数理同构, 它们的共同演绎形式是三参数 Zipf模型。由此可以推断, H orton

第一、第二定律与关于城市体系规模分布的广义 Davis定律数理同构。

第二, 关于城市体系的城市人口—城区面积异速生长模型与关于主河流长度—流域面

积几何测度关系的Hack 定律数理同构,其数学还原形式为一对几何级数序列, 且与H orton

第二、第三定律的表达形式相同。由此可以认定, H ack定律也是一种异速生长关系。

第三, 中心地体系与水系结构具有相同的分形递归, 二者的分形模型基本一样, 只是

参数数值有所区别, 差别的原因在于水系与城镇体系拓扑结构的不同, 而拓扑结构似乎并

不影响分形结构的本质。

第四, 地理规律在自然系统与人文系统之间通常结构平移不变, 但参数视不同系统要

素的拓扑结构而有所差别: 地理系统等级结构的分维受到系统要素的拓扑维数的制约, 但

后者并不绝对地决定前者。

第五, 地理系统的自然—人文对称性可能反映了人地关系的某种内在规律, 但其它有

关问题尚待探讨。
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Studies of Analogies of Fractal Structure between

River Networks and Systems of Central places:

A Theoretical Approach to the Symmetry between

Physical and Human Geographical Systems
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2. Depar tment o f Geog r aphy , Nor theast Normal Univer sity , Changchun, 130024　China)

Abstract: It is demonst rated in the paper that the cascade st ructur e o f r iv er netw orks is

analo gous to that of urban system s or sy stems of cent ral places, i. e. , the tw o kind o f sys-

tems have the sam e fractal recur rence. Where m athemat ical models ar e concer ned, the

first and second ones of Hor ton's law s of drainage composit ion is same to Beckm ann's

models of city hierarchies w hich are based on central place theory ; Hack's law , w hich can

be derived from the second and third Ho rton's models, is same to allometric r elat ionships

betw een area and population o f urban system s, the lat ter is connected w ith Beckm ann's

models and thereby with central place theory . A conclusion can be draw ed as fo llow s: ur-

ban system s as w ell as central places are sym metrical with r iv er netw or ks, as is g eneral-

ized, w e have a conclusion that human geog raphical systems are sym metrical w ith physical

geog raphical system s, w ith the symm etry breaking to some ex tent in some aspects.

Key words : Central places; River netw or k; M an-land relat ionship; Sym metry
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